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Re´sume´ :
Une me´thode nume´rique de continuation est utilise´e pour e´tudier les e´tats stationnaires spatialement
localise´s dans la convection de double diffusion au sein d’une couche bi-dimensionnelle d’un fluide
binaire confine´ entre deux parois horizontales munies de conditions aux limites de non-glissement. La
concentration du composant le plus lourd est maintenue supe´rieure a` la paroi infe´rieure et la convection
induite par une diffe´rence de tempe´rature impose´e entre le haut et le bas. Dans une certaine gamme de
parame`tres, des e´tats spatialement localise´s appele´s convectons se forment. L’origine et les proprie´te´s
de ces e´tats sont e´tudie´es et relie´es au phe´nome`ne d’homoclinic snaking.
Abstract :
Numerical continuation is used to investigate stationary spatially localized states in two-dimensional
doubly diffusive convection in a plane layer with no-slip boundary conditions at top and bottom.
Concentration of the heavier component is maintained at the boundaries, with the concentration at the
bottom higher than at the top. Convection is driven by an imposed temperature difference across the
layer. In appropriate parameter regimes the system exhibits spatially localized states called convectons.
The origin and properties of these states are discussed and related to the phenomenon of homoclinic
snaking.
Mots clefs : instabilite´s, double diffusion, e´tats spatialement localise´s
1 Introduction
Les instabilite´s de double diffusion font habituellement re´fe´rence a` l’apparition spontane´e de convection
induite par des variations de concentration et de tempe´rature au sein d’un me´lange fluide provoquant
des gradients de densite´ qui en retour induisent des mouvements du fluide par le jeu des forces gra-
vitationnelles. Ce me´canisme est connu depuis les anne´es soixante pour eˆtre a` l’origine d’une tre`s
large varie´te´ de comportements hydrodynamiques dont les caracte´ristiques de´pendent de l’orientation
et de l’amplitude relative des gradients thermiques et solutaux. Il est pre´sent dans une large gamme
de situations et d’e´chelles incluant les applications oce´anographiques [8, 13, 16] ou les proce´de´s de
solidification [18].
Dans ce travail, on s’inte´resse a` la structuration des e´coulements stationnaires apparaissant par suite de
l’instabilite´ de double-diffusion lorsqu’une couche fluide bidimensionnelle de grande extension horizon-
tale forme´e d’un me´lange binaire est place´e entre deux surfaces rigides maintenues a` des tempe´ratures
et concentrations impose´es constantes. On conside`re la situation dans laquelle le fluide est chauffe´
par le bas c’est-a`-dire stratifie´ instable en tempe´rature mais stratifie´ stable en concentration. On note
dans la suite H l’e´paisseur de la couche fluide dans la direction verticale z et L son extension ho-
rizontale dans la direction x et l’on de´finit le rapport d’aspect de la ge´ome´trie Γ = L/H (figure 1).
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Fig. 1 – Vue sche´matique de la ge´ome´trie en variables adimensionne´es.
On ne conside`re pas les effets de diffusion croise´e (Dufour et Soret) et l’on se place dans le cadre de
l’approximation de Boussinesq.
En adimensionalisant les e´quations par H pour les longueurs, H2/κ pour les temps et les diffe´rences
de tempe´rature et de concentration impose´es entre les deux surfaces rigides 4T,4C > 0 pour la
tempe´rature et la concentration, les e´quations de conservation s’e´crivent :
Pr−1(∂tu + (u · ∇)u) = −∇p+∇2u + (RaT −RasC)ez, (1)
∇ · u = 0, (2)
∂tT + (u · ∇)T = ∇2T, (3)
∂tC + (u · ∇)C = τ ∇2C, (4)
ou` u est le champ de vitesse, p la pression, T la tempe´rature et C la concentration. Les nombres
adimensionnels sont le nombre de Prandtl Pr = ν/κ ou` κ est la diffusivite´ thermique et ν la viscosite´
cine´matique, le nombre de Lewis τ = D/κ ou` D est la diffusivite´ solutale, et les nombres de Rayleigh
thermique et solutal respectivement e´gaux a` Ra = g|ρT |4TH3/(ρ0ν2) et Ras = gρC4CH3/(ρ0ν2)
ou` g est l’acce´le´ration de la pesanteur, ρ0 la densite´ de re´fe´rence et ρT , ρC les coefficients d’expansion
thermique et solutale (ρT < 0, ρC > 0). Dans la suite, on maintiendra Ras = 500. Les conditions aux
limites associe´es incluent le non-glissement le long des surfaces rigides z = 0, 1 :
u = T = C = 0 en z = 1, (5)
u = T − 1 = C − 1 = 0 en z = 0, (6)
et l’on suppose les champs Γ-pe´riodiques dans la direction x. Le syste`me de´crit ci-dessus posse`de
une solution triviale, T = C = 1 − z,u = 0, dite solution conductive, invariante quels que soient
les parame`tres adimensionnels. Les syme´tries du proble`me sont les syme´tries du groupe O(2) × Z2.
Le groupe O(2) est ge´ne´re´ par les translations continues dans la direction x et la re´flexion R1 par
rapport a` l’axe x = x0 ou` x0 est arbitraire dans le domaine (par la suite on choisit x0 = 0), R1 :
(x, z) → (−x, z), (u,w,Θ,Σ) → (−u,w,Θ,Σ) ou` l’on a note´ T = 1 − z − Θ, C = 1 − z − Σ et (u,w)
les composantes de u dans les directions x et z. Le groupe Z2 est ge´ne´re´ par la re´flexion par rapport
a` l’axe z = 1/2 : R2 : (x, z)→ (x, 1− z), (u,w,Θ,Σ)→ (u,−w,−Θ,−Σ). Ces proprie´te´s de syme´tries
garantissent que les bifurcations issues de la solution conductive seront des bifurcations fourches de
re´volution produisant des solutions spatialement pe´riodiques.
Les e´quations sont discre´tise´es spatialement par une me´thode aux e´le´ments spectraux et le sche´ma
d’inte´gration temporelle adopte´ est une me´thode de projection [9]. Sur ce sche´ma est implante´e
une me´thode de continuation [12, 15] permettant de suivre avec Ra les solutions stationnaires et
de de´terminer leur stabilite´.
2 Re´sultats
Deux types de solutions stationnaires sont susceptibles d’apparaˆıtre : les solutions pe´riodiques de
longueur d’onde λ Γ, et les solutions de pe´riode Γ. Pour simplifier l’expose´, on qualifie les premie`res
de pe´riodiques et les autres de spatialement localise´es.
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Fig. 2 – E´volution de la partie re´elle qr et de la partie imaginaire qi en fonction de l’e´cart au seuil
r = Rac −Ra.
Pour comprendre l’origine des solutions spatialement localise´es on conside`re d’abord le cas d’une
couche infinie dans la direction x. On cherche des conditions dans lesquelles apparaissent des solutions
convectives dont l’amplitude croˆıt de la solution conductive en x = −∞ vers une structure convective
puis rede´croˆıt vers la solution conductive en x = +∞. Le syste`me d’e´quations est donc line´arise´
autour de la solution conductive et les perturbations de´veloppe´es sous la forme eiqx(u˜, w˜, Θ˜, Σ˜)(z) ou`
q = qr+iqi. De manie`re classique [3], les de´pendances en z sont de´veloppe´es sur une base de polynoˆmes
de Chebyshev et les champs introduits dans le syste`me d’e´quations et de conditions aux limites pour
former un syste`me non-line´aire dont les inconnues sont q,Ra et les coefficients du de´veloppement. En
fixant qi, on re´sout le syste`me par une me´thode de Newton pour diffe´rentes valeurs de qr, le minimum
de la courbe Ra(qr) donnant la valeur critique cherche´e [1, 3, 4]. Lorsque qi = 0, l’analyse donne le seuil
classique d’instabilite´ line´aire temporelle de la solution conductive pour les bifurcations stationnaires,
soit Rac = 9202.76 avec qr = qc = 3.1163. Les variations de qr et qi avec l’e´cart au seuil Rac − Ra
sont reporte´es sur la figure 2. Les re´sultats montrent qu’au seuil Rac, les valeurs propres q = ±qr ont
une multiplicite´ de 2. Au dessus du seuil, Ra > Rac, les valeurs propres q sont re´elles. En revanche,
lorsque Ra < Rac, les valeurs propres forment un quartet de la forme ±qr ± iα(Rac − Ra)1/2. L’e´tat
conductif est hyperbolique en espace et donc si des e´tats spatialement localise´s existent, ils existent
pour les valeurs Ra < Rac.
La pre´sence de branches d’e´tats spatialement localise´s est analyse´e pour un domaine de grand rapport
d’aspect Γ = 10λc (ou` λc est la longueur d’onde critique de l’instabilite´ stationnaire λc = 2pi/qc =
2.0162) muni de conditions aux limites pe´riodiques dans la direction x. Le diagramme de bifurcation
est pre´sente´ en figure 3.
L’analyse line´aire de stabilite´ de la solution conductive re´ve`le que la premie`re bifurcation est une
bifurcation de Hopf a` RaH = 2239. La premie`re bifurcation vers des solutions stationnaires se produit
pour Rac = 9207.76. Elle cre´e une branche sous-critique note´e P10 de solutions pe´riodiques forme´es de
10 longueurs d’onde (10 paires de rouleaux contra-rotatifs). Elle est suivie par une seconde bifurcation
primaire associe´e a` la branche P11 forme´e de solutions a` 11 paires de rouleaux contra-rotatifs. La
branche P10 est initialement instable et passe par un noeud-col en RaSN = 2415. Une bifurcation
secondaire prend place le long de P10 pour Ra = 9195 et donne naissance a` deux branches secondaires
note´es L1+10 et L
1−
10 . Ces dernie`res sont associe´es aux solutions spatialement localise´es pre´dites par
l’analyse line´aire pre´ce´dente de la couche infinie. Le fait qu’elles ne bifurquent pas de la solution
primaire simultane´ment a` la branche de solutions pe´riodiques est un effet de la pe´riodicite´ Γ du
domaine de calcul discute´ en de´tail par Bergeon et al. [5].
Les solutions spatialement localise´es associe´es sont repre´sente´es sur la figure 4. Sur chaque branche, les
solutions posse`dent des syme´tries diffe´rentes : la branche L1+10 correspond a` des solutions comportant
un nombre pair de rouleaux (solutions R1 invariantes) et la branche L1−10 un nombre impair de rouleaux
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Fig. 3 – Diagramme de bifurcation repre´sentant l’e´nergie cine´tique E en fonction du nombre de
Rayleigh thermique Ra. A` gauche, les bifurcations primaires ge´ne´rant les branches P10 et P11 associe´es
a` des structures forme´es respectivement de 10 et 11 paires de rouleaux contra-rotatifs. Le long de P10
apparaˆıt une bifurcation secondaire donnant naissance aux branches L1+10 et L
1−
10 associe´es aux e´tats
spatialement localise´s. D’autres bifurcations secondaires cre´ent des e´tats localise´s multi-pulse : L1±11 et
L2±10 . A` droite, la partie sous-critique du diagramme ou` les branches d’e´tats localise´s oscillent entre
Ra = 2700 et Ra = 2760. Cette zone est appele´e re´gion de snaking. Par soucis de clarte´, les branches
L1±11 et L
2±
10 ne sont pas repre´sente´es sur la figure de droite.
(solutions R1 ◦ R2 invariantes). Au voisinage du point de bifurcation, la structure de chacune de ces
branches pre´sente des solutions pe´riodiques module´es par un mode n = 1 i.e. la modulation spatiale est
de pe´riode Γ/n = Γ. Les deux branches ne sont pas lie´es par des proprie´te´s de syme´trie. Initialement
proches (en terme d’e´nergie cine´tique), elles se se´parent lorsque Ra de´croˆıt a` mesure que la modulation
spatiale s’accroˆıt. Peu avant le premier noeud-col, ces solutions forment des e´tats spatialement localise´s
consistant respectivement pour L1+10 et L
1−
10 en 4 et 3 rouleaux contra-rotatifs centre´s au milieu du
domaine. Entre Ra = 2700 et Ra = 2760, les branches effectuent une se´rie d’allers-retours dans
l’espace des parame`tres, chaque aller-retour e´tant associe´ a` l’e´talement de la structure convective par
ajout de rouleaux de part et d’autre de sorte a` maintenir les proprie´te´s initiales d’invariance par
syme´trie. Ce processus, connu sous le nom d’homoclinic snaking, se poursuit jusqu’au remplissage du
domaine. Lorsque le domaine est rempli, les branches d’e´tats localise´s sortent de la re´gion de snaking.
Elles se reconnectent ensuite chacune par une bifurcation secondaire sur les branches P10 et P11 de
solutions pe´riodiques.
Fig. 4 – Repre´sentation de l’e´coulement par les isovaleurs de la fonction de courant pour chacun des
noeuds-cols de droite de la re´gion de snaking pour L1+10 (gauche) et L
1−
10 (droite). Les solutions en haut
correspondent aux noeuds-cols les plus hauts de la figure 3.
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Fig. 5 – Diagramme de bifurcation repre´sentant les solutions de l’e´quation de Swift–Hohenberg 1D
∂tu = ru−(∂2x+q2c )2u+νu2−gu3 avec qc = 0.5, ν = 0.41, g = 1. L’insert pre´sente diffe´rentes solutions
a` diffe´rents noeuds-cols. D’apre`s [7].
3 Discussion
Le me´canisme que nous avons identifie´ de cre´ation de ces e´tats localise´s ame`ne e´galement la formation
d’e´tats multi-pulses (non pre´sente´s ici mais associe´s notamment aux branches L2±10 et L
1±
11 de la figure
3) constitue´s de plusieurs groupements d’e´tats spatialement localise´s pouvant chacuns posse´der des
syme´tries diffe´rentes [11]. Il conduit au final a` former une re´gion de l’espace des parame`tres dans
laquelle existe une tre`s importante multiplicite´ d’e´tats stationnaires line´airement stables ou instables.
Pour les parame`tres de notre e´tude, ces solutions sont instables mais elles impactent de manie`re
significative et sur une gamme de parame`tres tre`s e´tendue la dynamique non-line´aire instationnaire [2].
Dans le contexte de la convection, ces e´tats spatialement localise´s sont baptise´s convectons dans le
re´gime stationnaire et oscillons dans le re´gime pe´riodique. Des structures de ce type ont e´te´ mises en
e´vidence dans d’autres contextes dont la magne´tohydrodynamique [6], les e´coulements cisaille´s [14] ou
les milieux granulaires en pre´sence de vibrations [17]. Le me´canisme d’homoclinic snaking qui conduit
a` leur formation a e´te´ analyse´ en de´tail sur des e´quations mode`les et en particulier sur l’e´quation de
Swift–Hohenberg. La figure 5 pre´sente un diagramme de bifurcation obtenu par Burke et Knobloch [7]
pour cette e´quation. Il est surprenant de remarquer que malgre´ le caracte`re conservatif de l’e´quation, le
diagramme de bifurcation pre´sente de fortes similitudes avec celui que nous avons mis en e´vidence sur
la figure 3. La figure 5 met en e´vidence une bifurcation sous-critique en r = 0 conduisant a` la formation
d’une branche de solutions pe´riodiques passant par un noeud-col. Tre`s proche de r = 0, on observe une
bifurcation secondaire le long de cette branche produisant deux branches sous-critiques effectuant des
allers-retours dans l’espace des parame`tres entre rP1 et rP2 autour de la valeur rMl associe´e au point
de Maxwell [7]. Ces branches, qui correspondent aux e´tats spatialement localise´s, e´voluent de la meˆme
fac¸on que celles que nous avons obtenues dans notre proble`me : la solution pre´sente initialement un
faible nombre d’oscillations en bas de la re´gion de snaking puis, a` chaque aller-retour dans l’espace des
parame`tres, une oscillation est ajoute´e de part et d’autre de la solution. Une discussion approfondie
du me´canisme incluant des questions ouvertes est pre´sente´e dans [10].
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